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Summary: Far calculating the potential flow past an axially symmetrical and sl~nder 
body, source -and sink-distribution8 on its 8ur/ace are used_ The metho<f: may be applwt 1.0 
bodies the er08s-sections 0/ which deviate slightly tram the axiallY-8ymmetncalshape. ]i umeTl-
cal camputation is made pcs8ible by tabulating spBrial funetions for annular-shaped 80u~ee­
sink-distributions with constantly and periodically variable intensities. Linearisation gwes 
a simplification 01 the integrale'luation defining 80uree intensitü8 and 01 the velocity-com-
ponents on the sur/ace. The method i8 applied 10 a axially symmetrical ellipsoid, a three-
dimensional and a 8lender body with a triang~e-like cr08S section. 
I. Einführung 
Es sind nur wenige praktische Methoden bekannt, die gestatten, rotations-
symmetrische oder gar allgemeinere dreidimensionale Strömungsprobleme im 
praktischen Sinne erfolgreich, d.h. im Sinne einer numerischen Auskunft über 
die Lösung, zu behandeln. Die strengen analytischen Methoden zur Lösung 
der Potentialgleichung sind zwar weitgehend durchgebildet, erfordern jedoch 
meist immer noch erheblichen mathematischen Aufwand und vom Bearbeiter 
Vertrautheit mit den höheren analvtischen Funktionen. Das Bestreben des 
Ingenieur-Mathematikers geht aus diesem Grunde dahin, für praktische Be-
dürfnisse Xäherungsmethoden auf der Grundlage einfacher mathematischer 
Grundelernente, aber einer physikalisch und anschaulich klaren Gesamt-
konzeption anzuwenden. 
Diesem Streben verdanken die heute sowohl bei ebenen wie bei rotations-
symmetrischen Problemen so bewährten Verfahren ihre Entstehung, die den 
Aufbau von Strömungen auf anschauliche Weise durch Überlagerung einer 
Parallt'L'ltrömung und einfacher Quell- oder Wirbelströmungen vornehmen. 
Wir zitieren hier - da wir im folgenden bei den drehsymmetrischen Problemen 
bleiben wollen - die ~Iethode der Achsbelegung, die von G. FuhrmannI) so 
erfolgreich bei der Berechnung der Druckverteilung längs angeströmter 
rotationssymmetrischer Körper angewandt und von Th. v. Karman 2) auch 
auf die Berechnung quer angeströmter Körper ausgedehnt wurde. Im erst.eren 
Falle wurde eine Quellsenkenbelegung auf der Körperachse mit der Gesamt-
ergiebigkeit ~ull verwendet, im letzteren eine Dipolbelegung auf dieser Achse. 
Die Fuhrmannsche lIethode wurde von ~'l. Brand und dem VerfasserS) 
ausgebaut und auf dieser Grundla.ge ein systematischer Katalog von Quell-
belegungen mit den zugehörigen Körperformen und Druckverteilung a.n-
gelegt4). Leider ist die Bestimmung der Queranströmung für vorgegebene 
Körper bei dieser Methode noch schwierig und es entsteht darüber hina.us 
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noch die Frage, wie eine Erweiterung der Rechnung auf Körper mögHch 
ist, die von der Rotationssymmetrie abweichen (vgl. Abb. 1). GrundsätzHch 
könnte man daran denken, in diesen Fällen die Achse mit höheren Singulari-
täten zu belegen. Dazu würden sich 
Quadrupole, Hexapole und Okto-
pole eignen, deren Geschwindig-
keiten mit der vierten, fünften oder 
sechsten Potenz des Abstandes, je-
doch in verschiedenen Richtungen 
verschieden, abnehmen. Ein solches 
Vorgehen ist für rein achsiale An-
strömung zweifellos möglich, doch 
A bb. 1. Querschnittsformeu nicht mehr dreh· 
symmetrischer Körper. 
erkennen wir ohne weiteres, daß eine gleichzeitige Queranströmung desselben 
Körpers dann wiederum sehr kompliziert zu behandeln sein müßte. 
Aussichtsreicher erschien daher der Weg, die Methode der Oberfiächen-
belegung etwas weiter allszllbauen. Ein erster Versuch in dieser Richtung 
ist für die Queranströmung rotationssymmetrischer Körper von I. Lotz5 ) 
gemacht worden. Die Behandlung des Problems auf diesem Wege verspricht 
heute mehr Erfolg, weil inzwischen Tabellen vorliegen, die die Berechnung 
der Geschwindigkeitskomponenten von Quellringen mit konstanter6 ) und 
veränderlicher 7) Belegungsdichte längs des Ringumfanges stark vereinfachen. 
Im Folgenden soll diese Methode für drehsymmetrische schlanke Körper 
sowie für solche Körperformen, deren Querschnitt wenig von der drehsymme-
trischen Form abweicht, entwickelt werden. Wir können uns dabei hier auf 
die Darlegung von Methode und Ergebnis beschränken und uns bezüglich 
der Rechnungen und Tabellen auf eine allsführliehe, gleichzeitig an anderer 
Stelle 7) erscheinende Darstellung berufen. 
D. Die ringförmige Quellverteilung 
Die darzulegende Methode beruht wesentlich auf der Kenntnis des Ge-
schwindigkeitsfeldes einer ringförmigen Quellverteilung von periodisch über 
dem Umfang veränderlicher Intensität. Es ist zweckmäßig, für unsere Rechnung 
Zylinderkoordinaten zu benutzen. Für einen Aufpunkt x,r,p lautet dann das 
Potential einer einfachen Quelle im Punkte .;, e, p' 
q 1 
f[) = - 4n -[(X_~)2 + r + e1l-2rQcos('P-'P'W:~' (1) 
und dasjenige eines bei ~ befindlichen Quellringes vom Radius f!, dessen Inten-
sität sinusförmig nach dem Gesetz 
(2) 
verteilt ist: 
(3) 
Daraus ergehen sich durch Differentiation des Integranden nach x,r,p und 
10-
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jeweils anschließende Integration über q!' die Geschwindigkeitskomponenten 
in der Gestalt: 
04'... qm 2(x-';) e2 G (k2) sinnq> 
OX 2ne[(x-';)2 + (r+e)2)3/2 " 
04' ... _ qm 2e
3 
[ r G (k2) 1 (G (k2) + G (k2»)]' (4) ~-2nQ[(x-';)2+(r+e)2)3/2 e" -2 11-1 MI' smnq> 
04'". qns 2e3 1 [G (k2) G (k2)] 
TOg; = 2n e [(x-';)2+(r+ e)2)3122 70+1 - n-1 cosnq> 
Dabei ist 
und 
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Abb.2, Verlauf der Fu~tionen G" über k2 (untere Kurvent",ile), 
bzw. k lobere KUl'venteile). 
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Die ~i~r definierte~ Gn (k2) sind bekannte, vom Verfasser7)8) für n = 1,2 ... 7 
tabellarIsIerte FunktIOnen, deren Verlauf in den Abbildungen 2 und 3 dar-
gestellt ist. 
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Abb. 3. Verlauf der Funktionen .e"oll über k' . 
Ist die Intensitätsverteilung durch q = qllC . cosnq/ gegeben, so ist in den 
Formeln (4) der Faktor sinuip durch cosnip bzw. der Faktor cosntp durch 
-sinntp zu ersetzen. 
ill. Das thehsymmetrisehe Problem 
Die ersten beiden Funktionen Go und Gl sind von besonderer Bedeutung. 
Die erste betrifft den Queilring von konstanter Intensität q = qo, die andere 
(n = 1) denjenigen Init sinusförmiger Inteusitätsverteilung q = ql . sinip' ," 
.Betrachten wir erstens einen drehsymmetrischen Korper in einer achsial-
gerichteten Pa.raJlelströmung, so liegt es nahe, seine Oberfläche so mit Quell-
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ringen zu belegen, daß die Normalkomponenten der Parallelströmung an der 
Körperoberfläche verschwinden. 
Ist der Meridianschnitt des Körpers durch 
r = fix) (7) 
gegeben, so ist dort die Normalkomponente 
8!(x) 
Tx (8) 
Die Aufgabe ist nun, eine passende Verteilung qo(y) in x-Richtung zu find~n, 
die diese Funktion zum Verschwinden bringt. Diese Forderung führt auf eIDe 
einfache Integralgleichung für qo(x), die im nächsten Abschnitt zusammen 
mit derjenigen für allgemeinere Körperformen aufgestellt werden soll. 
Der zweite Fall stellt dagegen gerade diejenige QuellringverteiIung dar, 
die bei Queranströmung eines Drehkörpers nötig ist, um die dabei auftretende 
Normalkomponente zum Verschwinden zu bringen. Das wird aus der Form 
dieser Normalkomponente ohne weiteres deutlich. Ist nämlich Vz die Ge-
schwindigkeit der Queranströmung, so gilt: 
x = - V sin'}? . 
g( ,rp) zVI + (~~r (9) 
In der Tat ist für diesen Fall die sinusförmige Intensitätsverteilung ql (x) 
bereits mit Erfolg von 1. Lotz5) verwendet worden. Die sie bestimmende 
Integralgleichung wird sich ebenfalls im nächsten Abschnitt mit ergeben. 
IV. Die zweidimensionale Integralgleichung des allgemeineren Problems 
Denken wir uns jetzt einen allgemeineren Körper, so können wir mit 
unserer einfachen Vorstellung der ringförmigen Quellverteilung nicht ohne 
weiteres weiterkommen. Wir müssen nämlich diesen allgemeineren Körper 
mit einer flächenhaften Quellverteilung q belegen. Nun induziert ein Flächen-
element der Quellverteilung q do an den Stellen der Körperoberfläche einen 
Beitrag k q do (mit örtlich veränderlichem k) zur Normalgeschwindigkeit. 
Diese flächenhafte QuellverteiIung überlagern wir jetzt mit einer Parallel-
strömung V. Dann muß offenbar die Summe der Normalkomponenten an der 
Körperoberfläche verschwinden, weil bei Potentialströmungen am Körper 
keine Xormalgeschwindigkeit auftreten darf. Die bekannte von der Parallel-
strömung herrührende Normalkomponente V N muß also gerade durch die von 
der Belegung herrührende Normalkomponenten ~ + J qkdo ausgeglichen 
werden, mit anderen Worten die Quellbelegung muß der Integralgleichung 
{-+ Jqkdo+VN=O (10) 
genügen. Die Körperoberfiäche sei nun in Zylinderkoordinaten x,r,rp durch 
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die Gleichung 
bzw. 
F(x,r,({J) = 0 
r = j(x,({J) 
gegeben. Das Oberflächenelement hat dann die Größe 
(ll) 
rdrpds = rdrpdxV1 + (::r = rdrpdxVl + ~~2. (12) 
Die Integralgleichung (10) geht somit, ausführlich geschrieben, über in die 
Gestalt 
L 2" 
I 1 JJ l/~,q 2 q(x,rp) + 2:n q(;,rp') K(x,rp; ;,rp')1! JI' 1 + I! - drp' d; = g(x,rp), (13) 
o 0 
wobei x,r,rp den Aufpunkt und ;,f},({J' die laufenden Koordinaten bezeichnen. 
Der Kern K (x,({J; ;,rp') ist dabei - anschaulich ausgedrückt - identisch 
mit der Normalkomponente der Geschwindigkeit, die ein am Orte ;, rp' befind-
liches Quellelement q(;,({J')f} l'I +1!,2drp' d; an einem Punkte (x, rp) der 
Körperoberfläche erzeugt. Diese Geschwindigkeit möge die Größe v haben und 
die Komponenten v"" v" v~ besitzen. An der Körperoberfläche (U) lautet 
dann die Normalkomponente 
of v~ of 
-t' -+v---
, x ox r f oq; 
f
N 
=V (Of.)2 ~ (Of)'· 
1 + OX + f2 orp 
(14) 
Die bekannte Funktion g(x,({J) auf der rechten Seite von (13) ist die Normal-
komponente der Anströmgeschwindigkeit. Wir können sie sofort hinschreiben, 
wenn wir v"', VT> vrp in der Formel (14) als die Komponenten der Anström-
geschwindigkeit deuten. Bei rein achsialer Anströmung ist z.B: die Bedeutung 
der Komponenten von v, wenn V" die Anströmgeschwindigkeit bezeichnet: 
v'" = V x ; 1', = vrp = 0 
und daher 
of 
_ V &x . 
g(x,rp) - "Vi (Of)2 ~ (81)' 
JI I + OX + f' oP. 
(15) 
Bei Anströmung in der dazu senkrechten z-Richtung mit Vz ist dagegen 
v'" = 0; v, = Vz sinp; v'l' = Vz cos r:p 
und daher 
. 1 0/ 
smtp -7 aq, cosrp 
g(x,r:p) = - V'V (Of)S ~(Otp)~· 
1+ 0% + /2 0/ 
(16) 
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V. Einf"Uhrung von Fourierreihen 
Körper allgemeinerer Gestalt lassen sich in einfacher Weise .durch eine 
Fourierdarstellung analytisch wiedergeben. Die in der Integralglel?hun% (l?) 
vorkommenden veränderlichen Größen mögen daher ebenfalls sa.mtbch m 
Form von Fourierreihen angesetzt werden. Wir erhalten so für 
die Körperoberfläche : 
r = t(x,cp) = ro(x) + 1:'(rn8 (x) sinncp + r,.,,(x) cosncp) (17) 
n~l 
die vorgegebenen Normalkomponenten : 
g(x,cp) = go(x) + 1:'(g".(x) sinncp + gnc(x) cosncp) (lB) 
n~l 
die Quellverteilung : 
q(x,cp) = qo(x) + 1:' (qn.(x) sinncp + qnc(x)cosncp) (19) 
n+l 
das Oberflächenintegral von (13): 
J(x,cp) = Jo(x) + 1:' (J,..(x) sinncp + Jnc(x) cosncp). (20) 
n~l 
Um diese letztere Form zu erhalten, bedarf das Doppelintegral allerdings 
noch besonderer Betrachtungen. 
Für die weiteren Untersuchungen möge nun angenommen werden, daß 
der Körper von der Länge L schlank sei und sein Querschnitt nicht stark 
von einem Kreise gleicher Fläche (mit dem Radius ro) abweiche, m. a. W. 
es werde vorausgesetzt: 
(21) 
Unter dieser Annahme ist es erlaubt, die Quellbelegung von der Körperober-
fläche auf die Oberfläche des mittleren Rotationskörpers ro(x) zu verlegen. 
Das bedeutet eine für die Theorie entscheidende Vereinfachung. Denn nun 
kann der Ersatzkörper mit den ringförmigen Quellringen belegt werden, die 
wir im Abschnitt II behandelt haben. Wir brauchen dazu nur die dort ein-
geführten Quellintensitäten qn. und qnc als Funktion von; anzunehmen. Der 
damit gemachte Fehler bleibt sicher klein, wenn die Abweichungen von 
Körper und Eratzkörper klein genug bleiben. 
VI. EinclimeB8ionales Integralgleiehongssystem 
Die Belegungsstärke auf dem Ersatzkörper wird nun so bestimmt, als ob 
die zum Körper normale Geschwindigkeitskomponente nicht auf diesem, 
sondern bei gleichem x und cp auf dem Ersatzkörper vorhanden wäre. In 
unseren Formeln muß dann 1"0 statt r eingeführt werden. 
Kehren wir aber zunächst zur Integralgleichung (13) zurück und führen 
dort für r,g,q die Fourierreihen (17), (18), (19) ein. Das Doppelintegral stellt 
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die Normalkomponente der von den Quellringen erzeugten Geschwindigkeit 
dar, kann also aus den Geschwindigkeitskomponenten der Quellringe (4) nach 
der allgemeinen Formel für die Normalkomponente (14) zusammengesetzt 
werden. Beachtet man dabei, daß die Integration über rp' mit der Einführung 
der Geschwindigkeitskomponenten der Quellringe bereits geleistet ist und daß 
ferner wegen I Tu I ~ To auch I q .. I ~ I qo I gilt, so kann man näherungsweise 
alle quadratischen und höheren Glieder vernachlässigen. Damit geht auch ·das 
Oberfiächenintegral von (13) über in eine FoiIrierreihe 
J(x,rp) = Jo(x) + I (J,..(x) sinnrp + Jnc(x)cosnrp) (22) 
n~l 
mit den Abkürzungen 
wobei 
L 
Jo(x) = 2~f qo(~) Ko(x,~) d~ 
o 
J, 
Jns(x) = 21nf q,..(~) Kn(x, ~) d~ 
o 
L 
Jnc(x) = 21nf q .. c(~) K" (x,~) d~ 
o 
r;~ --;2 2 
K( I: ~/l+eo 2eo [(ro ,x-;)o l(G 'G )] "X,.,)= --. ,1 3 --T.--~ "-2 "-1' IH1 
1 + T~ f (X_;)2 + (r. + e.)2 eo Il. (23) 
n = 0, 1,2, ..... ; 0_1 = GI 
gilt. Damit zerfällt die Integralgleichung (13) in das eindimensionale System 
von 2n + 1 Integralgleichungen für die Fourierkoeffizienten der Belegungs-
funktion: 
L ! q ... (x) + 21:n; J q ... (~) K .. (x,~) d~ = g".(x) (24) 
o 
L 
~ qnc(x) + 2ln J qllCm Kn(x,~) d~ = g...,(x) 
o 
Bezüglich der näheren Untersuchung der Kerne, die für ~ .... x, !!o ->- '0 eine 
logarithmische Singularität aufweisen, und bezüglich der iterativen Auf-
lösung des Systems (24) sei auf die ausführlichere Darstellung verwiesen8 ). 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00046423
154 F. Riegels 
Vll. Geschwindigkeits- und Druckverteilung 
1. Allgemeine Formeln und erste Näherung 
Durch Auflösung des Systems der 2n + 1 Integralgleichungen für die 
Koeffizientenfunktionen läßt sich nunmehr die Verteilung der Quellring-
belegung über die Körperlänge berechnen. Damit ist es möglich, in erster 
Näherung den Betrag der Geschwindigkeit tangential zur Körperoberfläche, 
welcher sich aus einer Meridiankomponente VI und einer Umfangskomponente 
VII zusammensetzt, zu ermitteln. Der Körper befinde sich in einer allgemeinen 
Parallelströmung mit der Geschwindigkeit V, 
deren Komponenten V"" Vy , Vz sein mögen. 
Es ist also (vgl. Abb.4) 
V = liV; + V~ + Vi (25) 
und bei Einführung eines Anstellwinkels a 
und eines Schiebewinkels ß: 
Abb. 4. Bezeichnungen. 
V" = V cosa cosß } 
Vy = V cosa sinß 
Vz = V sina 
(26) 
Um weiter bei den bisher benutzten Zylinderkoordinaten zu bleiben, geben 
wir noch die radialen und peripheren Komponenten der Anströmgeschwindig-
keit an; es ist: 
bzw. 
V, = Vy cosrp + Vz sinrp I 
Vq> = - Vy sinrp + Vz cos<p f 
V, = V (cosa sinß cosrp + sina sin<p) \ 
Vq> = V (- cosa sinß sinrp + sina cos<p) J 
(27) 
(28) 
Von der Quellbelegung werden zusätzlich die Geschwindigkeitskomponenten 
L1 V x , L1 V T' L1 V<f induziert, welche sich für jede Stelle x, r, rp der Körpero ber-
fläche aus Gleichung (4) durch Integration über ~ errechnen. Die Zusammen-
setzung dieser Anteile zu Tangentialkomponenten ergibt: 
a) eine )Ieridiankomponente: 
or 
VI=(Vz +L1V",) I . + (V,+L1Vr) fu: VI + (~:r V I + (~:r (29) 
= VI +L1 VI. 
b) eine l'mfangskomponente: 
or 
t'II=(Vf +L1Vf ).l + (Vr +L1Vr) TaW ... VI + (!- or)! . VI (~~.)a T otp. + T otp 
= VII + L1 VII 
(30) 
und somit als resultierende Tangentialgeschwindigkeit 
V, = yv; + VII (31) 
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Sollen außer den Geschwindigkeiten die Drücke berechnet werden und werden 
diese auf den Staudruck der Anströmung (q = ~ V2) bezogen, so berechnet 
sich schließlich aus der Bernoullischen Gleichung die Druckverteilung des 
vorgegebenen Körpers zu 
p vi 
-=1-- (32) q V 2 
mit Vt aus Gleichung (3l). 
Die vorgenommenen Linearisierungen ermöglichen es nun, die Zahl der 
notwendigen Integrationen herabzudrücken, indem die zusätzlichen Ge-
schwindigkeiten nicht auf der Körperoberfläche, sondern auf dem Ersatz-
drehkörper (x, ro) berechnet werden, wobei dann die Abhängigkeit von fJ! durch 
das betreffende Fourierglied hereinkommt. Die sich ergebenden Geschwindig-
keiten werden also wie alle übrigen Größen als Fourierreihen dargestellt. Die 
unmittelbare Umgebung von abgerundeten Bug- oder Heckformen muß aller-
dings aus diesen Linearisierungsgründen außer Betracht bleiben. Damit er-
geben sich die Tangentialkomponenten der von den Quellringen induzierten 
Zusatzgeschwindigkeiten zu: 
L1 VI = L~o + ~(L~nsinnrp + L~n cosnrp) 
n=l 
L1 VII = n~ (Lhn cos n fJ! + Lhn sin n rp) I (33) 
mit 
L 
Li!" = 21:n; !qns,M): V ( Tl ( ( [GnTI - Gn-d d~ . 
"0 ~-, + ro + 1 
o I!o I!o 
Weitere Vereinfachungen aus dieser Annahme ergeben sich für die Gleichungen 
(29) und (30), wenn man auf die speziell wichtigen Fälle der achsialen An-
strömung und der Queranströmung übergeht, worauf wir in Abschnitt YIU 
zurückkommen werden. 
2. Zweite Näherung 
Die so berechneten Geschwindigkeiten sind selbstverständlich Näherungs-
werte, die der Verbesserung bedürfen. Ihre Güte ließe sich grundsätzlich durch 
Nachprüfung der Strömungsbedingung VN = 0 an der Körperoberfläche 
beurteilen. Ausführlich lautet diese Bedingung 
or t', or 
V - - Vr + - a- =0, 
"0:1; T q; 
(34) 
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wobei v'" = V", + LI V"" VT = VT + LI V" vp = V p + LI V<p zu setzen ist. Bei 
Anströmung in x-Richtung muß also gelten, 
or Vr;V V'l'/V or (35) 
OX = I + (LI V",/V) I + (LI V",/V) roq; 
bei einer s9lchen in z-Richtung: 
LI V", or = sinrp + LI VT _. (cosrp + LI V'l') ~ 
Vz 0:1: Vz Vz roq; (36) 
Sind diese Bedingungen nicht den Genauigkeitsansprüchen entsprechend 
erfüllt, so könnten weitere Näherungen berechnet werden. Da die not-
wendigen Korrekturen vermutlich klein sind, wird man versuchen, wiederum 
mit ringförmigen Belegungen auf dem Ersatzdrehkörper auszukommen, um 
sich dieses rechentechnischen Vorteils nicht zu begeben. Nach Maßgabe der 
an einigen Stellen festgestellten Abweichungen- wird man versuchsweise 
passende zusätzliche Fourierglieder für die Quellverteilung einführen, vielleicht 
auch nur die entsprechenden q-Verteilungen in ihrem Verlauf über x etwas 
abändern, und nach Berechnung der zusätzlichen Geschwindigkeitskompo-
nenten LI V"" LI V., LI VI' die obigen Bedingungen erneut nachprüfen. 
Vill. Anwendnngen 
Die hier beschriebene Methode der Oberßächenbelegung wurde an einigen 
Beispielen erprobt. Um die Güte der ersten Näherung nachzuweisen, ist e~ 
dreiachsiges Ellipsoid zum Vergleich herangezogen worden. Damit wollen W1f 
uns zunächst befassen. 
1. Die exakte Lösung jür das dreiachsige Ellipsoid 
Von mehreren Autoren 9)-12) sind exakte potentialtheoretische Rechnungen 
für die Strömung um das dreiachsige Ellipsoid durchgeführt worden. :Be-
zeichnen a, b, c die Halbachsen und Xo, Yo, Zo die Koordinaten in bezug auf 
den Mittelpunkt desselben, so baut sich das Potential der Strömung im Außen-
ra.~ des Ellipsoids bei' einer allgemeinen Anströmung mit der Geschwindig-
keIt V (V"" VIP Vz ) auf aus den drei Teilpotentialen: 
(37) 
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mit den Konstanten 
J . d). ao=abc . ßo=abcJ dÄ . V (a" + ).)3 (b" + Ä) (c" + Ä) , V(a2 + Ä) (b Z + ).)3 (c" + J.) , 
o 0 
b J d). 1'0 = a c V (a" + J.) (b2 + A) (c" + ).)3 
o 
und v = v(xo, Yo, zo) als positiver Wurzel der Gleichung 
• y2 • ~+ __ o_+~ __ 1 
a" + 11 b2 + 11 c" + 11 - • 
(38) 
(39) 
Für alle Punkte der Oberfläche des Ellipsoids ist v = O. Das Potential der 
Gesamtströmung ist daher 
(40) 
Bilden wir die Geschwindigkeitskomponenten durch Difierentiation des 
Potentials nach xo, Yo, zo, so ergibt sich nach der Bernoullischen Gleichung 
für den Druck (mit q = ~ P): 
(41) 
Wir gehen nun auf unsere Koordinaten über und führen den Anstellwinkel a 
und Schiebewinkel ß gemäß Abb. 4 sowie die resultierende Geschwindigkeit 
V = -y Vi + V~ + V; ein. Nach längerer Rechnung erhalten wir dann für 
die Druckverteilung an der Oberfläche des Ellipsoids die einfache Formel *): 
'E- = 1 - A2 cos2a cos2ß - W cos2a sin2ß - ()2 sin2a (42) q 
)AcosaOOSß(2i-1 )-BcosaCOSßcos9'~V f( I~i) +cSinaSin9'~VLFf)]2 
1 + i (1- ~) (~: 00829' + :: sin29'-4) 
Die Größen ' 
2 A=--, 2-ao' 
2 , B---·· 
- 2-ßo' 
2 C=--
2-1'0 
hängen lediglich von den vorgegebenen Achsenverhältnissen des Ellipsoids 
ab (vgl. GI, (38» und bestimmen sich mit Hilfe der Beziehungen10). 
2abc 1 
Ito = Y }" [F(a,O) - E(a,8)] (a"-c2)' 
2abc 1 [ . e V( c2) CI] 43 fJo= Y(al _cl)3k2 (1-kS ) E(a,8)-(I-kIl)F(a, )-kIl I-al bi ( ) 
2abc 1 [v( ca) bl ] 1'0= -  }.. 1-. _. -E(a,8) , 
Y(aS_c2)S -IV a.,-
-----
*) Bei KMaruhn12) ist diese für die auf den Mittelpunkt des Ellipeoids bezogenen 
Koordinaten Zo.1Io~Z.. hergeleitet. 
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wobei F und E die elliptischen Integrale erster und zweiter Gattung bedeuten 
und k, a und e (unter der Annahme a > b > c) durch 
. V1 - (b2/a2 ) • 1 ~ (44) k = sma = 1- (c2/a2); sme = V l-az 
gegeben sind; im übrigen besteht zwischen den drei Größen die Beziehung 
ao +ßo+ro=2. 
2. Die Näherungslösung für das Rotationsellipsoid 
und das dreiachsige Ellipsoid 
In Zylinderkoordinaten wird das Ellipsoid, dessen Mittelquerschnitt die 
Exzentrizität 82 = 1-Wje'!) habe (b < c), durch die Gleichung 
r = f(x,rp) = 2b. V~ (I-~) V l-e2 sm2 <p L L (45) 
dargestellt, welche wir nach Potenzen von 102 entwickeln: 
r = 2b V ~ (1- ~) (1 + ~ sin2 <p + : 104 sin4 rp + ~ 86 sin6rp + ... ) (46) 
und schließlich als Fourierentwicklung schreiben: 
r = 2 b V~ i 1-~) JII + eS + ~ 84 + 25 106 + ... L\ L 4, M 256 
- (~ + ~ 84 + ~ 106 + ... ) cos2m 4, 16 512 'f' 
+ (~84 + ~ 106 + ... ) cos4m 64 256 'f' 
(47) 
- (5~2 106 + ... ) cos6<p + 
Weil die ungeraden Glieder fehlen, reduzieren sich die allgemeinen Formeln 
für dieses Beispiel beträchtlich und man erhält bei achsialer Anströmung für 
die Koeffizienteillunktionen qo, q2' Q4' ••• der Quellverteilung das Integral-
gleichungssystem: 
(48) 
................. 
mi~ den Kernen K. (x, ~) von Gleichung (23). Die Auflösung dieses In~' 
glelchtmgssystems liefert die Verteilungen q .. und daraus ergeben sieh schließ.. 
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lich nach entsprechender Linearisierung aus Gleichung (29), (30) die Kompo-
nenten der Tangentialgeschwindigkeit : 
VI I r' r ' " r' 
- + L 10 - 1~ cos2tp - o. cos4tp - . . . (49) 
V", Vl+r~2 fl+r~23 Vl+r~23 
bzw. 
VII L . 2 L . 4 V. = II2 sm f[! + II4 sm f[! + ... 
Bei Queranströmung des Ellipsoids lautet das Integralgleichungssystem 
L 
~+21nfqti;)Kl(X,;)d;= YI~r~2 (1 +~)Vz 
o 
L 
~+!-fqa(;)K3(X,;)d~= 1 (72 +2~)Vz 
2 2 n Y I + r~2 ro TO 
o 
(50) 
mit K I , K a, . .• von Gleichung (23). Die Geschwindigkeitskomponenten 
reduzieren sich in diesem Fall auf die einfache Form: 
bzw. 
VII = (1 + Ln 1) COSf[! + L II 3 cos3tp + ..... Vz 
mit LJ,n und LII,n aus Gleichung (33). 
Zur Prüfung der Methode wurde ein dreiachsiges Ellipsoid mit den 
Achsenverhältnissen alb = 5 und c/b = 1,2 zugrunde gelegt. Seine Länge 
beträgt L = 2a = 1. Der Mittelquerschnitt hat die Exzentrizität 
1:.2 = I - (b2 jc2) = 0,30556. Für diese Zahlenwerte wird demnach: 
ro(x) = 0,2179 l~7) I 
r 2 (x) = -0,0198 }'x(l- x) (51) 
r 4 ~x~ ~ .0:0:)1.2 .y ~ ~l .~ ~). . J 
Das mittlere Rotationsellipsoid, welches die Quellbelegungen trägt, hat das 
Achsenverhältnis 4,59. Auf Grund der Rechnung ergaben sich für dieses 
Rotationsellipsoid die folgenden Quellverteilungen: 
a) bei achsialer Anströmung (in x-Richtung): 
b) bei Queranströmung (in z-Richtung): 
y. 
ql :=::: =-1,891~ 
, I + r~1 
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Daraus folgten die Tangentialgeschwindigkeiten bzw. Drücke 
a) bei achsialer Anströmung 
xjL 
vriV 
pjq 
0,1 
1,025 
-0,05 
0,2 
1,053 
-0,109 
0,3 
1,062 
-1,129 
in voller Übereinstimmung mit den Werten der exakten Theorie; 
b) bei Queranströmung 
xlL 0,1 0,3 
-2,37 -2,50 
-0,80 -0,76 
+0,76 + 0,97 
0,5 
-2,52 
-0,76 
+ 1,0 
(bei 'P = 0) 
(bei 'P = nj4) 
(bei 'P = n/2) 
und aus der exakten Rechnung mit C = 1,88 an denselben Stellen: 
p/qz - 2,52 - 2,52 - 2,52 (bei 'P = 0) 
-0,90 -0,77 -0,76 (bei 'P = n(4) 
+ 0,72 + 0,97 + 1,0 (bei 'P =- nj2) 
Für das dreiachsige Ellipsoid lieferte die Rechnung für die Quell-
verteilungen 
a; bei achsialer Anströmung: 
~ 2 TZ V", . q2~ , Y-I + r~23 
b) bei Queranstrqmung: 
q! = - 1,72 V Vz ; 
1 + r~2 
und für die Drücke 
a) bei achsialer Anströmung 
:&IL 0,1 0,3 0,5 
pjq -0,062 -0,130 -0,138 
- 0,050 - 0,129 - 0,138 
-0,040 -0,128 -0,138 
bzw. aus der exakten Rechnung mit A = 1,067: 
xlL 0,1 0,3 0,5 
pjq 
-0,062 
-0,131 
-0,138 
-0,048 
-0,129 
-0,138 
-0,034 
-0,128 
-0,138 
b) bei Queranströmung : 
:&/L 0,1 0,3 0,5 
p!q. -1,86 
-1,95 
-1,96 
-0,79 
-0,77 
-0,76 
+0,77 +0,97 + 1,0 
(bei rp = 0) 
(bei rp = n/4) 
(bei 'P = nj2) 
(bei rp = 0) 
(bei rp = n/4) 
(bei rp = n/2) 
(bei rp = 0) 
(bei fP = n/4) 
(bei rp = n/2) 
= 
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Zum Vergleich geben wir auch hier die entsprechenden Werte der exakten 
Rechnung mit C = 1,73: 
x/L 0,1 0,3 0,5 
p/q. -1,99 -1,99 -1,99 (bei q; = 0) 
-0,86 -0,78 -0,77 (bei q; = n/4) 
+ 0,73 +0,97 + 1,0 (bei q; = n/2) 
Wie man erkennt, ist die Übereinstimmung der Näherungsrechnung mit 
der exakten Rechnung für das Rotationsellipsoid und für das dreiachsige 
Ellipsoid befriedigend. Die Beseitigung der Abweichungen ist eine Frage der 
zweiten Näherung, zu deren Durchführung man sich aber nur in Fällen ent-
schließen wird, die einen solchen Aufwand lohnen. 
Bei Schräganströmung des Ellipsoids unter einem Winkel a sind diese 
beiden Fälle zu überlagern. Beziehen sich die Indizes A und Q auf den Fall 
d~r axial- bzw. quergerichteten Anströmung, so gilt 
bzw. 
VI VIA' VIQ V = cosa V + sma-V 
VII VlIA +. t'IIQ V = cosa -v- sma -V 
(52) 
(53) 
Für a = 10° ergeben sich so z.B. für den Schnitt xjL = 0,3 die folgenden 
Zahlenwerte für die Drücke (bezogen auf den Staudruck q = «(2/2) V2): 
bei 'P = + nj2: 
+ q;/4: 
0: 
-n/4: 
-nI 2: 
I p/q (Näherung) p/q (exakt) 
-0,157 -0,157 
-0,189 -0,188 
-0,183 -0,183 
-0,1 -0,107 
-0,03 -0,025 
3. Die Näherungslösung für einen dreieckartigen Querschnitt 
Ein Körper der Gestalt 
r(x,q;) = TO(X) + T3(X) sin3q; (54) 
sei vorgegeben. Um einen Teil der numerischen Rechnung des vori~n Bei-
spiels verwenden zu können, möge der Verlauf von ro und Ta über x WIederum 
elliptisch sein: 
r o = 0,2179 l'x(L - x) 
T3 = - 0,0218 Yx(L - x) 
(55) 
wobei r Ir = k willkürlich zu -0,1 angenommen ist. Der ;\Iittelquerschnitt 
hat in ilie:em Falle die Gestalt von Abb. 5. Der Ersatzrotationskörper To(X) 
wird bei q; = 0, nj3, 2n/3, n, 4n/3, 5n/3 gesc~itten, während jewei.ls um 
nj6 gegen diese Werte versetzt die größten AbweIChungen von der KrelSform 
vorliegen. 
II Wisl!ensehaftI. Abbandl. IV, 1952 
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.Bei achsialer Anströmung sind am Körper die Normalkomponenten 
g(x,rp) = (V 1 ~ r~2 + ~3 sin 3tp) V", (56) 
z 
-+--------~~----~--y 
Abb. 5. Dreieckartiger Querschnitt. 
zu vernichten. Dafür ist eine qo- und qa-Verteilung erforderlich, die sich aus 
den Integralgleichungen 
~. + 2~ j.,«) K, (x,<) dl> YT 1;;,. v., 
~+21nfqa(~)K3(X,;)d~= VI~r" v'" J 
o 3 
(57) 
bestimmen. Die Tangentialgeschwindigkeiten haben die Komponenten 
'VI 1 + L r~ r; . 3 1 
V- = I - sm rp x V 1 + r~ 2 0 V 1 + r~ 2 3 
r (58) VI V = L Il3 cos3tp z 
Bei Anströmung quer zur Strämungsrichtung lauten die Normalkompo-
nenten nach (18) in linearisierter Form: 
g(x,rp) = - vrk (sintp - 23 T3 (cos2tp + cos4tp»). (59) 
1 +T~2 TO 
Für die Quellringverteilung ist daher der Ansatz 
q = q'i sintp + <t. cos2tp + ~ cos4qJ 
erforderlich, wobei sich die Verläufe der Koeffizientenfunktionen aus den 
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Integralgleich ungen 
(60) 
bestimmen. Aus den q-Verteilungen folgen die Tangentialkomponenten der 
Geschwindigkeit zu: 
bzw. 
VI r~ . 
- = srog; 
V. VI +r~2 
J. (61) 
Die numerische Berechnung dieses Beispiels lieferte die Quellverteilungen: 
a) für Anströmung in x-Richtung: 
b} für Anströmung in z-Richtung: 
1,89 0,284 
Y I + r~2' tf. = -- V I + r~2 ~= rf'.= 0,284 Y I + r~2 
Die weiteren Ergebnisse sind in Abb.6 und 7 wiedergegeben. Die erstere 
Abbildung zeigt, daß die Verteilung der Meridiönalkomponente für den Dreh-
körper als gute Näherung auch für die anderen Querschnittsformen gelten 
Q 2 
OA-= VI 
;;V ~ ~o t • I L 
90' 
-60' 
-Va' 30' 60' 90 
t 
o~ V 
-Q 
-(12 ~OLl. 
Abb.6. Verteilung der Meridiangeschwindigkeit bei QneranströlllllDi für den Qnenchnitt "'IL =~O,3 der 
berechneten Beispiele. 
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kann, da die Abweichungen sowohl beim Ellipsoid als au~h be~m Drei~cks­
querschnitt kaum merklich sind. Die andere Abbildung zeIgt dIe Verteilung 
Abb. 7. Verteilung der T:mfangsgeschwindigkeit bei Queranströmung für den Querschnitt x/L ~ 0.3 der 
berechneten ßtoispiele. 0 Rotationskörper; 0 dreiachsiges ElIipBOid; 6 dreieckartiger Querschnitt. 
der Umfangskomponente bei Queranströmung für den Ersatzdrehkörper , das 
dreiachsige Ellipsoid sowie den dreieckartigen Querschnitt, wobei - "ie zu 
erwarten - ein stärkerer Einfluß der Querschnittsform erkennbar ist. 
IX. Zusammenfassung 
Zur Berechnung der Geschwindigkeits- und Druckverteilung an schlanken 
Rotationskörpern ist es bequem, die Körperoberfläche mit Quellringen zu 
belegen, deren Intensitätsverlauf über die Körperlänge aus einer Integral-
gleichung ita-ativ zu bestimmen ist. Das Verfahren eignet sich in dieser Form 
für die Berechnung der Geschwindigkeitsverteilung von Rotationskörpern 
beliebiger Gestalt. Die achsiale Anströmung erfordert Quellringe mit ü~r 
dem Umfang konstanter Intensitätsverteilung, die Queranströmung die 
periodische Intensitätsverteilung q = q sinq;. Beide Anteile werden linear 
überlagert. 
Darüber hinaus gestattet diese :Methode eine näherungsweise Berechnung 
der Geschwindigkeitsverteilung für Körperformen, die von der Rotations-
symmetrie abweichen, sofern diese Abweichungen nicht zu groß werden und 
die Verhältnisse in unmittelbarer Nä.he von :Bug und Heck außer Betracht 
bleiben. Zu diesem Zweck wird der Rechnung ein mittlerer Ersatzrotations-
körper zugrunde gelegt, welcher mit periodisch veränderlichen Quellringen 
der Intensität q = q sin nq; belegt wird, deren Verlauf aus einem Integral· 
gleichungssystem bestimmt werden kann. Die von solchen Quellringen indu-
zierten Geschwindigkeiten können mit Hilfe von Tabellen für das elliptische 
Integral 
#/2 
0" (k2 ) = (-I)" J cosnO (1-k2 sin2 0)-3!2dO 
o 
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leicht berechnet werden. ~ie Methode wird erprobt an einem dreiachsigen 
Ellipsoid, wobei sich gute Übereinstimmung mit der exakten Theorie ergibt 
lmd an einem Körper, dessen Querschnitte dreieckartig deformiert, in Längs-
richtung aber ebenfalls elliptisch veränderlich sind. Für die achsiale An-
strömung ergibt sich das bemerkenswerte Resultat, daß die Geschwindigkeit 
an Körpern mit geringen Abweichnngen von der Rot,ationssymmetrie gut 
angenähert wird durch die Tangentialkomponente der Anströmgeschwindig-
keit, vermehrt um die Zusatzgeschwindigkeit des mittleren Ersatzrotations-
körpers, also der reinen Verdrängungsströmung. Für die Queranströmung 
genügt es auf Grund der berechneten Beispiele, die meridionale Komponente 
allein für den mittleren Drehkörper zu berechnen und nur die U mfangs-
komponente der Tangentialgeschwindigkeit am Ersatzdrehkörper unter 
Berücksichtigung der nächsthöheren Quellverteilungen zu bestimmen, weil 
nur bei dieser der Einfluß der Körpergestalt stärker ins Gewicht fällt. 
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